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Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ òðàåê-
òîðèé òî÷êè P íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ À. Ïóàí-
êàðå è íàçûâàåìàÿ òåîðåìîé Ïóàíêàðå î âîçâðàùàåìîñòè ôàçî-
âûõ òðàåêòîðèé. Îäíàêî äî ýòîãî íåîáõîäèìî ââåñòè ðÿä íîâûõ
îïðåäåëåíèé è äîêàçàòü òåîðåìó Ëèóâèëëÿ î ñîõðàíåíèè ôàçîâî-
ãî îáú�åìà.

Èòàê, ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó

q̇i =
∂F

∂pi
, ṗi = −∂F

∂qi
, (9.1)

â êîòîðîé F = F (q|p) . Íàçîâ�åì 2n -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êî-
îðäèíàòàìè qi , pi ( i = 1, 2, . . . , n ) ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ôà-
çîâûì ïîòîêîì áóäåì íàçûâàòü ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà:

gt : (qi(t0), pi(t0) → qi(t), pi(t)), (9.2)

ãäå qi(t) è pi(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (9.1).
Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò ñâîé îáú�åì:

äëÿ ëþáîé îáëàñòè Γ èìååì (ðèñ.9.1, ñ.71)

îáú�åì gtΓ0 = îáú�åìΓ. (9.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ñè-
ñòåìà (9.1) çàíèìàåò îáú�åì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Γ0 =

∫

(Γ0)

...

∫
δq10...δqn0δp10...δpn0. (9.4)
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Γ
-gtΓ0

Ðèñ. 9.1: Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t ñîîòâåòñòâóþùèé îáú�åì ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò ïðåäñòàâëåí èíòåãðàëîì

Γ =

∫

(Γ0)

...

∫
Dδq10...δqn0δp10...δpn0, (9.5)

ãäå D =
∂(q, p)

∂(q0, p0)
� ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ïåðåìåííûõ

(q0, p0) ê ïåðåìåííûì (q, p) .
Íàéä�åì äàëåå çíà÷åíèå ÿêîáèàíà D è åãî ïðîèçâîäíîé ïî âðå-

ìåíè. Òàê, äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = t0 + ∆t èìååì
qi(t) = qi(t0) + q̇i(t0)∆t + O(∆t2),

pi(t) = pi(t0) + ṗi(t0)∆t + O(∆t2).
(9.6)

Òîãäà äëÿ ýëåìåíòîâ ÿêîáèàíà D íàõîäèì âûðàæåíèÿ
∂qi(t)

∂qj(t0)
= δij +

∂q̇i(t0)

∂qj(t0)
∆t + O(∆t2),

∂qi(t)

∂pj(t0)
=

∂q̇i(t0)

∂pj(t0)
∆t + O(∆t2),

∂pi(t)

∂qj(t0)
=

∂ṗi(t0)

∂qj(t0)
∆t + O(∆t2),

∂pi(t)

∂pj(t0)
= δij +

∂ṗi(t0)

∂pj(t0)
∆t + O(∆t2),

(9.7)
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ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà (δij = 0 ïðè i 6= j è δij = 1 ïðè
i = j ). Ñîãëàñíî ýòèì âûðàæåíèÿì

D(t0) = 1,

D(t0 + ∆t)−D(t0) =

n∑
i=1

(
∂q̇i(t0)

∂qi(t0)
+

∂ṗi(t0)

∂pi(t0)

)
∆t + O(∆t2).

Ïîñëå äåëåíèÿ íà ∆t è ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0 ñðàçó
íàõîäèì

Ḋ(t0) =

n∑
i=1

(
∂q̇i(t0)

∂qi(t0)
+

∂ṗi(t0)

∂pi(t0)

)
, (9.8)

èëè, îáðàùàÿñü ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå (9.1), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

Ḋ(t0) = 0. (9.9)

Òàêèì îáðàçîì, Γ0 = Γ , è òåîðåìà äîêàçàíà.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ïóàíêàðå î âîç-

âðàùàåìîñòè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Âïåðâûå îíà áûëà äîêàçàíà
A.Ïóàíêàðå [2.10], íî ìû âîñïîëüçóåìñÿ áîëåå êîìïàêòíûì å�å èç-
ëîæåíèåì, ïðèíàäëåæàùèì Â.È.Àðíîëüäó [3.15].
Òåîðåìà. Ïóñòü gt− ñîõðàíÿþùåå îáú�åì íåïðåðûâíîå âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå îãðàíè÷åííóþ îá-
ëàñòü Γ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ: gtΓ = Γ . Òîãäà â
îêðåñòíîñòè ∆ ëþáîé òî÷êè îáëàñòè Γ íàéä�åòñÿ òî÷êà
x ∈ ∆ , êîòîðàÿ âîçâðàùàåòñÿ â îáëàñòü ∆ , ò.å. gnx ∈ ∆

ïðè íåêîòîðîì n >0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáðàçû îêðåñòíîñòè ∆ :

∆, g∆, g2∆, . . . , gn∆.

Âñå îíè èìåþò îäèíàêîâûé ïîëîæèòåëüíûé îáú�åì (ðèñ.9.2, ñ.73).
Åñëè áû îíè íå ïåðåñåêàëèñü, òî îáú�åì îáëàñòè Γ áûë áû áåñêî-
íå÷åí. Ïîýòîìó ïðè íåêîòîðûõ k > 0 è l > 0 (k > l) ïåðåñå÷åíèå
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µ´
¶³∆ gn∆

g∆

g2∆

Ðèñ. 9.2: Òåîðåìà Ïóàíêàðå

gk∆ > 0 è gl∆ > 0 íå ïóñòî:

gk∆ ∩ gl∆ 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
gk−l∆ ∩∆ 6= 0.

Ïóñòü gk−lx = y , x ∈ ∆ , y ∈ ∆ . Òîãäà x ∈ ∆ , gnx ∈ ∆

(n = k − l) . ×òî îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x è å�å îáðàçà
gn x îäíîé è òîé æå îêðåñòíîñòè ∆ . Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îáðàùàÿñü ê çàäà÷å Ýéëåðà, â êîòîðîé äâèæåíèå òî÷êè P îïè-
ñûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé (5.29), ìû íà îñíîâàíèè òåîðåìû
Ïóàíêàðå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ äâèæå-
íèé (g < 0 ) ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà P ìàññû mp ìîæåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, ïîïàñòü â ëþáóþ èç òî÷åê îáëàñòè
âîçìîæíîñòè äâèæåíèé!

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó ôîðìèðîâàíèÿ îðáèò ñïóòíè-
êîâ ïëàíåò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè öåíòðà P2 , êîòî-
ðûé áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå øàðîîáðàçíîé ïëàíåòû ñ ìàññîé
m2 è ðàäèóñîì R , âîçíèêëî ïëîñêîå îáëàêî ÷àñòèö ñ ìàññàìè
0 < mp ¿ m2 (îíî ìîãëî âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå
ñòîëêíîâåíèÿ ïëàíåòû P2 ñ äðóãèì òåëîì, âñëåäñòâèå ÷åãî ÷àñòü
ïðîäóêòîâ âçðûâà áûëà âûáðîøåíà ñ ïîâåðõíîñòè P2 è ò.ä.).

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöû, íå óäàëÿþùèåñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü.
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Âñå îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè ïîñòîÿííîé
ýíåðãèè h

h 6 h0 < 0. (9.10)
Ïîñêîëüêó äâèæåíèå êàæäîé èç ÷àñòèö â íàøåé ìîäåëè îïè-

ñûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé (1.7), òî ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàí-
êàðå î âîçâðàùàåìîñòè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ýòè ÷àñòèöû áóäóò
ñâîèìè òðàåêòîðèÿìè âñþäó ïëîòíî çàïîëíÿòü îáú�åì, îòâå÷àþ-
ùèé óñëîâèþ (9.10). Çíà÷èò, â ðåçóëüòàòå âçàèìíûõ ñòîëêíîâåíèé
îíè íà÷íóò òåðÿòü ýíåðãèþ è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âûïàäóò íà
ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû P2 .

×òî æå êàñàåòñÿ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, òî, êàê ìû óñòàíîâè-
ëè ðàíåå, çà èñêëþ÷åíèåì âàðèàíòà k1 = k2 = 1 , ýòè òðàåêòîðèè
èìåþò òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, òàê ÷òî ÷àñòèöû, äâèãàþùèåñÿ ïî
íèì, áóäóò èñïûòûâàòü âçàèìíûå ñòîëêíîâåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, âûïàäàòü íà ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû P2 . Òàêèì îáðàçîì, áóäóò
�âûæèâàòü� ëèøü ÷àñòèöû, äëÿ òðàåêòîðèé êîòîðûõ âûïîëíÿåò-
ñÿ ñîîòíîøåíèå

T = Tλ = Tµ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàì ñïóòíèêîâ, íàáëþäàåìûõ â Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìå (ñì. ðèñ.8.4, ëåâûé, ñ.65).


