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Ñòàòüÿ 1965 ãîäà

Â ïåðèîäè÷åñêîì èçäàíèè �Áþëëåòåíü Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé
àñòðîíîìèè ÀÍ ÑÑÑÐ� (1965, òîì X, �5, ñ.360-378) â 1965 ãîäó îïóá-
ëèêîâàíà ñòàòüÿ:

À. À. Îðëîâ
Ïðèáëèæ¼ííîå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
ïðîñòðàíñòâåííûõ äâèæåíèé â çàäà÷å Õèëëà

Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Äåëîíå-Öåéïåëÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâå õèëëîâîé òåîðèè
Ëóíû. Ïîëó÷åíû ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå
ïðîñòðàíñòâåííûå äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû
ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà è íàêëîííîñòè íå ïðèìåíÿ-
þòñÿ.

Îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû äàþò âåêîâûå âîçìóùåíèÿ â ýëå-
ìåíòàõ îðáèòû ñïóòíèêà ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïîðÿä-
êà m3 , à ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ � ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëå-
íîâ ïîðÿäêà m , ãäå m � îòíîøåíèå ñðåäíåãî äâèæåíèÿ âîç-
ìóùàþùåãî òåëà ê ñðåäíåìó äâèæåíèþ ñïóòíèêà.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâå õèëëîâîé òåîðèè Ëóíû
(Hill, 1878), â ñëó÷àå, êîãäà íàêëîí îðáèòû ñïóòíèêà ê ïëîñêîñòè
äâèæåíèÿ âîçìóùàþùåãî òåëà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Äåëîíå-Öåéïåëÿ (Delaunau, 1860; Zeipel, 1916),
óñïåøíî ïðèëîæåííûé Áðàóýðîì (Brouwer, 1959) è äðóãèìè àâòîðà-
ìè ê èññëåäîâàíèþ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îñåñèììåòðè÷íîé ïëàíåòû.

Ïðèëîæåíèå ìåòîäà Äåëîíå-Öåéïåëÿ ê èññëåäîâàíèþ ïëîñêèõ äâè-
æåíèé â çàäà÷å Õèëëà ïîçâîëÿåò, êàê è â ñëó÷àå äâèæåíèÿ ñïóòíèêà
ñôåðîèäàëüíîé ïëàíåòû, ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è, íå ïðèáåãàÿ ê
ðàçëîæåíèþ èñêîìûõ ôóíêöèé ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà, â âèäå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ (Gen-ishiro Hori, 1963). Â ñëó÷àå æå ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ äâèæåíèé ðåøåíèå çàäà÷è Õèëëà îêàçûâàåòñÿ áîëåå
ñëîæíûì äåëîì. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ïîñòðîèòü äàæå ïðèáëèæ¼í-
íûå ôîðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïðîñòðàíñòâåííûå äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà, íå ïðèáåãàÿ ê ðàçëîæåíèÿì â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà,
ìîæíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû ôîðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïðî-
ñòðàíñòâåííûå äâèæåíèÿ â çàäà÷å Õèëëà ñî ñëåäóþùåé òî÷íîñòüþ:
âåêîâûå ÷ëåíû � ñ ó÷¼òîì òðåòüåé ñòåïåíè îòíîøåíèÿ ñðåäíåãî äâè-
æåíèÿ n2 âîçìóùàþùåãî òåëà ê ñðåäíåìó äâèæåíèþ n1 ñïóòíèêà,
à ïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû � ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïåðâîãî ïîðÿäêà
îòíîñèòåëüíî n2

n1
âêëþ÷èòåëüíî.
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�1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà P1 ìàññû m1 äâèæåòñÿ âáëèçè òî÷êè P0

ìàññû m0 , ïðè÷¼ì å¼ äâèæåíèå âîçìóùàåòñÿ òî÷êîé P2 , èìåþùåé
ìàññó m2 è äâèæóùåéñÿ ïî êðóãîâîé êåïëåðîâîé îðáèòå ðàäèó-
ñà a2 âîêðóã öåíòðà ìàññ ñèñòåìû (m0,m1) . Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäè-
íàò P0x1y1z1 ñ íà÷àëîì â òî÷êå P0 è îñüþ P0z1 , ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ïëîñêîñòè êðóãîâîé îðáèòû òî÷êè P2 . Íàðÿäó ñ ýòèì ðàññìîòðèì ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò Cx2y2z2 ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ ñèñòåìû (m0,m1)

è îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì ñèñòåìû P0x1y1z1 .
Äâèæåíèå òî÷êè P1 ìû áóäåì îòíîñèòü ê ñèñòåìå P0x1y1z1 , à äâè-
æåíèå òî÷êè P2 � ê ñèñòåìå Cx2y2z2 . Â òàêîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû
òî÷åê P1 è P2 âûðàçÿòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

x1 = r
[
cos(v + ω) cos Ω− sin(v + ω) sin Ω cos i

]
,

x2 = r
[
cos(v + ω) sin Ω + sin(v + ω) cos Ω cos i

]
,

x3 = r sin(v + ω) sin i ,





(1.1)

x2 = a2 cos l2, y2 = a2 sin l2, z2 = 0, (1.2)

ãäå r è v � ðàäèóñ-âåêòîð è èñòèííàÿ àíîìàëèÿ ñïóòíèêà P1 , äâèæó-
ùåãîñÿ ïî îðáèòå, îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèìè îñêóëèðóþùèìè ýëå-
ìåíòàìè: áîëüøîé ïîëóîñüþ a , ýêñöåíòðèñèòåòîì e , íàêëîííîñòüþ i ,
ñðåäíåé àíîìàëèåé M , äîëãîòîé âîñõîäÿùåãî óçëà Ω , îòñ÷èòûâàå-
ìîé îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè P0x , è óãëîâûì ðàññòîÿíè-
åì ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà ω . Â ôîðìóëàõ (1.2) l2 � äîëãîòà
âîçìóùàþùåé òî÷êè P2 , îòñ÷èòûâàåìîé îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ îñè Cx2 .
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Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 0◦ 6 i 6 180◦ , ïðè÷¼ì äâèæåíèå
òî÷êè P1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì, åñëè 0◦ 6 i < 90◦ , è îáðàòíûì, åñ-
ëè 90◦ < i 6 180◦ .

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà íåáåñíîé ìåõàíèêè, ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ îïè-
ñàííîé âûøå çàäà÷è èìååò âèä

U = f

(
m0m1

∆01
+

m1m2

∆12
+

m2m0

∆20

)
, (1.3)

ãäå f � ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ, ∆ik (i, k = 0, 1, 2) åñòü ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè Pi è Pk .

Ïîëîæèì

τ = n1(t− t0), m =
n2

n1
, γ =

m2

m0 + m1 + m2
, (1.4)

ãäå n1 =

√
f (m0 + m1)

a3
1

� ïîñòîÿííîå ñðåäíåå äâèæåíèå

ñïóòíèêà P1 ; a1 � áîëüøàÿ ïîëóîñü êåïëåðîâîé ýëëèïòè÷å-
ñêîé îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ñðåäíåìó äâèæåíèþ;

n2 =

√
f (m0 + m1 + m2)

a3
2

� ñðåäíåå äâèæåíèå âîçìóùàþùåé òî÷êè.

Ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ U â ðÿä ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ r

a2
è îòáðàñû-

âàÿ ÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò ïðîèçâåäåíèÿ m2 íà ïåðâóþ è áîëåå âûñîêèå
ñòåïåíè r

a2
, ìû ïðèä¼ì ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ëåæàùèì

â îñíîâå õèëëîâîé òåîðèè Ëóíû, çàïèñàííîé ïî îòíîøåíèþ ê íåâðà-
ùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò:

d2x

dτ 2
=

∂V

∂x
,

d2y

dτ 2
=

∂V

∂y
,

d2z

dτ 2
=

∂V

∂z
. (1.5)
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Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ

V =
µ

r
+ m2 γ r2P2(cos θ), (1.6)

µ =
f (m0 + m1)

n2
1

, (1.7)

ãäå P2(cos θ) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà âòîðîãî ïîðÿäêà,

cos θ = cos(v + ω) cos(Ω− l2)− sin(v + ω) sin(Ω− l2) cos i. (1.8)

Ìíîæèòåëü γ , ôèãóðèðóþùèé â ôîðìóëå (1.6), áóäåò, êàê ïîêà-
çûâàåò òðåòüå ðàâåíñòâî (1.4), î÷åíü áëèçêèì ê åäèíèöå, åñëè ìàññà
âîçìóùàþùåãî òåëà âåñüìà âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììîé m0 + m1 .
Ïîýòîìó âî ìíîãèõ çàäà÷àõ àñòðîíîìèè, â êîòîðûõ âîçìóùàþùèì
òåëîì ÿâëÿåòñÿ Ñîëíöå, ýòîò ìíîæèòåëü ìîæíî îïóñòèòü. Îäíàêî,
åñëè ìàññà âîçìóùàþùåãî òåëà íå áóäåò î÷åíü áîëüøîé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ m0 + m1 , òî çàìåíÿòü γ åäèíèöåé íåëüçÿ.

Ïåðåéä¼ì ê ñèñòåìå êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ Äåëîíå:

L =
√

µa , G = L
√

1− e2 , H = G cos i,

l = M, g = ω, h = Ω− l2,



 (1.9)

ïðè÷¼ì â ïîñëåäíåì èç ýòèõ ðàâåíñòâ ê îáû÷íîìó àðãóìåíòó h = Ω

äîáàâëåí ÷ëåí −l2 äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ÿâíîé çàâèñèìîñòè
ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà îò âðåìåíè.

Ýëåìåíòû L , G , H , l , g è h óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dL

dτ
= +

∂F

∂l
,

dG

dτ
= +

∂F

∂g
,

dH

dτ
= +

∂F

∂h
,

dl

dτ
= − ∂F

∂L
,

dg

dτ
= − ∂F

∂G
,

dh

dτ
= − ∂F

∂H
,





(1.10)
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ãäå
F =

µ2

2L2
+ mH + m2 γ r2P2(cos(θ), (1.11)

ïðè÷¼ì cos θ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

cos θ = cos(v + g) cos h− H

G
sin(v + g) sin h. (1.12)

Ôóíêöèè r è v â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.11) äîëæíû áûòü âû-
ðàæåíû ÷åðåç ýëåìåíòû (1.9).

Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.10) ñ òî÷íîñòüþ, óêàçàííîé âî ââå-
äåíèè, íå ïðèáåãàÿ ê ðàçëîæåíèÿì â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñè-
òåòà e , ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì íàêëîíå îðáèòû ñïóòíèêà ê ïëîñêîñòè
êðóãîâîé îðáèòû âîçìóùàþùåãî òåëà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî m ìàëî.
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�2. Îïèñàíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

Ðåøåíèå çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ñîñòîèò
èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà Öåéïåëÿ ê òàêèì íîâûì êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì L′′ , G′′ ,
H ′′ , l′′ , g′′ è h′′ , ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà
íå ñîäåðæàëà óãëîâûõ ýëåìåíòîâ l′′ è h′′ . Ýòîò ïåðåõîä ñîâåðøàåòñÿ
â äâà ýòàïà.

(1) Ââîäÿòñÿ êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ è h′ òàêèå,
ïðè êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà

Φ = Φ (L′, G′, H ′, g′, h′) (2.1)

íå áóäåò çàâèñåòü îò óãëîâîé ïåðåìåííîé l′ . Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îòûñêèâàåòñÿ ôóíêöèÿ

R = R (L′, G′, H ′, l, g, h), (2.2)

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïåðåìåííûå L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ è h′ îïðåäåëÿþòñÿ
èç ñîîòíîøåíèé

L =
∂R

∂l
, G =

∂R

∂g
, H =

∂R

∂h
,

l′ =
∂R

∂L′
, g′ =

∂R

∂G′ , h′ =
∂R

∂H ′ .





(2.3)

Ôóíêöèè R è Φ âûðàçÿòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà m :

R = R0 + mR1 + m2R2 + . . . ,

Φ = Φ0 + mΦ1 + m2Φ2 + . . . .



 (2.4)

Ïðè ýòîì R0 ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì

R0 = L′l + G′g + H ′h. (2.5)
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Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîíà÷àëüíûå ýëåìåíòû Äåëîíå L , G , H , l , g

è h îïðåäåëÿòñÿ â âèäå ôóíêöèè íîâûõ ïåðåìåííûõ èç ñëåäóþùèõ
óðàâíåíèé:

L = L′ +
∂∆R

∂l
, G = G′ +

∂∆R

∂g
, H = H ′ +

∂∆R

∂h
,

l = l′ − ∂∆R

∂L′
, g = g′ − ∂∆R

∂G′ , h = h′ − ∂∆R

∂H ′ ,





(2.6)

ãäå
∆R = mR1 + m2R2 + . . . . (2.7)

(2) Ââîäÿòñÿ êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå L′′ , G′′ , H ′′ , l′′ , g′′ è h′′

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà

Ψ = Ψ (L′′, G′′, H ′′, g′′) (2.8)

íå çàâèñåëà îò óãëîâûõ ïðåìåííûõ l′′ , h′′ .
Ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì L′′ , G′′ , H ′′ , l′′ , g′′ è h′′ ñîâåðøàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ ôóíêöèè

S = S (L′′, G′′, H ′′, l′, g′, h′) = S0 + mS1 + m2S2 + . . . . (2.9)

Ïðè ýòîì ïðèíèìàåòñÿ

S0 = L′′l′ + G′′g′ + H ′′h′, (2.10)

òàê ÷òî

L′ = L′′ +
∂∆S

∂l′
, G′ = G′′ +

∂∆S

∂g′
, H ′ = H ′′ +

∂∆S

∂h′
,

l′ = l′′ − ∂∆S

∂L′′
, g′ = g′′ − ∂∆S

∂G′′ , h′ = h′′ − ∂∆S

∂H ′′ ,





(2.11)

ãäå
∆S = mS1 + m2S2 + . . . . (2.12)
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Ìîæíî áûëî áû ïîñòàâèòü çàäà÷ó î âûïîëíåíèè òðåòüåãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèè Ãà-
ìèëüòîíà, íå çàâèñÿùåé íè îò îäíîé èç óãëîâûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî
ïðè ýòîì ìû ñòîëêí¼ìñÿ ñ òðóäíîñòÿìè, àíàëîãè÷íûìè òåì, êîòîðûå
èìåþò ìåñòî â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå î äâèæåíèè ñïóòíèêà ñôåðîè-
äàëüíîé ïëàíåòû (Brouwer, 1959), ïðè÷¼ì â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å
ýòè òðóäíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ íå ïðè êàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ óñëîâèÿõ,
à ïðè âñÿêîì, îòëè÷íîì îò 0◦ è 180◦ , óãëå íàêëîíà îðáèòû ñïóòíèêà
ê ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ âîçìóùàþùåãî òåëà.

Ïîýòîìó âòîðàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåò ñîñòî-
ÿòü â íåïîñðåäñòâåííîì îòûñêàíèè ðåøåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèè Ãàìèëü-
òîíà (2.8).
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�3. Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ââåä¼ì äëÿ óäîáñòâà ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

F0 =
µ2

2 L2
, (3.1)

F1 = H , (3.2)

F2 = γ r2 P2(cos θ) . (3.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé (2.3) ïåðâîíà÷àëüíûå ýëåìåí-
òû L , G , H , l , g è h âûðàæåíû ÷åðåç íîâûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåí-
íûå L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ è h′ . Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ôóíêöèþ F ,
ìû ïðèä¼ì ê ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó:

F (L,G, H, l, g, h) ≡ Φ (L′, G′, H ′, l′, g′, h′) . (3.4)

Çàìåíèì â ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (3.4) L , G è H èõ çíà÷åíè-
ÿìè, îïðåäåëÿåìûìè òðåìÿ ïåðâûìè ôîðìóëàìè (2.6), à â ïðàâîé
÷àñòè � çíà÷åíèÿ g′ è h′ èõ âûðàæåíèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ïîñëåä-
íèìè äâóìÿ ðàâåíñòâàìè (2.6). Ïîñëå ýòîãî ðàçëîæèì ôóíêöèè F

è Φ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì âåëè÷èí
∂∆R

∂l
,

∂∆R

∂g
,

∂∆R

∂h
,

∂∆R

∂G′ ,
∂∆R

∂H ′ (3.5)

è ïîäñòàâèì âìåñòî ∆R åãî çíà÷åíèå (2.7). Ïðèðàâíèâàÿ äðóã äðóãó
÷ëåíû ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå
ìíîæèòåëÿìè îäèíàêîâûå ñòåïåíè m , ïîëó÷èì

F0 = Φ0, (3.6)

∂F0

∂L′
∂R1

∂l
+ F1 = Φ1, (3.7)

∂F0

∂L′
∂R2

∂l
+

1

2

∂ 2F0

∂L′ 2

(
∂R1

∂l

)2

+
∂F1

∂H ′
∂R1

∂h
+ F2 = Φ2, (3.8)
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∂F0

∂L′
∂R3

∂l
+

∂ 2F0

∂L′ 2
∂R1

∂l

∂R2

∂l
+

1

6

∂ 3F0

∂L′ 3

(
∂R1

∂l

)3

+
∂F1

∂H ′
∂R2

∂h

+
∂F2

∂L′
∂R1

∂l
+

∂F2

∂G′
∂R1

∂g
+

∂F2

∂H ′
∂R1

∂h
=

∂Φ2

∂g

∂R1

∂G′ +
∂Φ2

∂h

∂R1

∂H ′ + Φ3,

(3.9)

Ïðè ýòîì â âûðàæåíèÿõ F0 , F1 , F2 ýëåìåíòû L , G è H äîëæíû
áûòü çàìåíåíû íà L′ , G′ è H ′ , à â âûðàæåíèÿõ Φ0 , Φ1 , Φ2 è Φ3

âåëè÷èíû g′ è h′ íóæíî çàìåíèòü íà g è h .
Èç ðàâåíñòâ (3.6) íàõîäèì

Φ0 = F0 (L′) =
µ2

2 L′ 2
. (3.10)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ðåçóëüòàòîì è ôîðìóëîé (2.3), ïåðåïèøåì
óðàâíåíèå (3.7) â âèäå

− µ2

L′ 3
∂R1

∂l
+ H ′ = Φ1.

Î÷åâèäíî, ýòîìó óðàâíåíèþ ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, ïîëàãàÿ

R1 = 0, (3.11)

Φ1 = H ′. (3.12)

Òåïåðü óðàâíåíèå (3.8) ïðèìåò âèä

− µ2

L′ 3
∂R2

∂l
+ F2 = Φ2. (3.13)

Ôóíêöèÿ F2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà ïî ñèíóñàì è
êîñèíóñàì öåëûõ êðàòíûõ îñêóëèðóþùåé ñðåäíåé àíîìàëèè M = l .
Ïîëîæèì Φ2 ðàâíûì ÷ëåíó ýòîãî ðÿäà, íåçàâèñÿùåìó îò l :

Φ2 =
1

2 π

2π∫

0

F2 (L′, G′, H ′, l, g, h) d l. (3.14)
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Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ R2 áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

∂R2

∂l
=

L′ 3

µ2


F2 −

2π∫

0

F2 d l


 . (3.15)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.15) â ðÿä
Ôóðüå îòíîñèòåëüíî l òåïåðü íå áóäåò ñîäåðæàòü ñâîáîäíîãî ÷ëå-
íà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ (3.15) ìû ïîëó÷èì
âûðàæåíèå R2 , â ñîñòàâ êîòîðîãî íå áóäóò âõîäèòü âåêîâûå èëè ñìå-
øàííûå ÷ëåíû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà, âõîäÿùåãî â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìó-
ëû (3.14), óäîáíî ïðèíÿòü çà ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ýêñöåíòðè-
÷åñêóþ àíîìàëèþ E :

l = E − e sin E, (3.16)

îòêóäà
d l = ( 1− e cos E ) dE. (3.17)

Äàëåå èìååì
r = a(1− e cos E),

cos v =
a

r
(cos E − e),

sin v =
a

r

√
1− e2 sin E,

sin v =
a

r

G

L
sin E.





(3.18)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (1.12), ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíê-
öèþ F2 â ñëåäóþùåì âèäå:

F2 =
1

8
γ

L4

µ2

(
A

r2

a2
+ 3B

r2

a2
cos 2v + 3C

r2

a2
sin 2v

)
, (3.19)
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ãäå
A = −(1− 3c 2) + 3 (1− c 2) cos 2h,

B = +(1− c 2) cos 2g + (1 + c 2) cos 2g cos 2h− 2 c sin 2g sin 2h,

C = −(1− c 2) sin 2g − (1 + c 2) sin 2g cos 2h− 2 c cos 2g sin 2h,





(3.20)

ïðè÷¼ì äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

c =
H

G
= cos i. (3.21)

Êîýôôèöèåíòû A , B è C íå çàâèñÿò îò l . Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðàâîé ÷àòè ðàâåíñòâà (3.14) íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñëåäó-
þùèå ôóíêöèè:

r2

a2
,

r2

a2
cos 2v,

r2

a2
sin 2v.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.17) è (3.18), íàõîäèì
1

2 π

2π∫
0

r2

a2
d l =

5

2
− 3

2
η2,

1

2 π

2π∫
0

r2

a2
cos 2v d l =

5

2
(1− η2) ,

1

2 π

2π∫
0

r2

a2
sin 2v d l = 0,





(3.22)

ãäå ïîëîæåíî
η =

G

L
. (3.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (3.14) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé îêîí÷à-
òåëüíûé âèä:

Φ2 =
1

16
γ

L′ 4

µ2

[
A(5− 3η2) + 15B(1− η2)

]
, (3.24)

ïðè÷¼ì â âûðàæåíèÿõ A , B è η âìåñòî ýëåìåíòîâ L , G , H , g è h

íóæíî ïèñàòü L′ , G′ , H ′ , g′ è h′ .
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ R2 ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (3.15), ïîäñòàâëÿÿ â

íåãî âìåñòî F2 âûðàæåíèå (3.19) è âìåñòî
2π∫
0

F2 d l åãî çíà÷åíèå, ïî-
ëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (3.22):

∂R2

∂l
=

1

8
γ

L′ 7

µ4

{
A

[
r2

a2
− 1

2

(
5− 3η′ 2

)]

+ 3 B

[
r2

a2
cos 2v − 5

2

(
1− η′ 2

)]

+ 3 C
r2

a2
sin 2v

}
.

(3.25)

Çäåñü a′ , e′ è η′ ñóòü çíà÷åíèÿ a , e è η , ñîîòâåòñòâóþùèå ýëå-
ìåíòàì L′ , G′ è H ′ :

L′ =
√

µ a′, G′ =
√

µ a′ (1− e′2), η′ =
G′

L′
.

Èíòåãðèðîâàíèå ðàâåíñòâà (3.25) ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè
ñîîòíîøåíèé (3.17) è (3.18). Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, à òàêæå
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðûõ óïðîùåíèé â äàëüíåéøåé ðàáîòå, ïîòðåáó-
åì, ÷òîáû

2π∫

0

R2 d l = 0. (3.26)

Â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

R2 =
1

96
γ

L′ 7

µ4

{
A

[
(−24e′ + 9e′3) sin E + 9e′2 sin 2E − e′3 sin 3E

]

+B
[
(−90e′ + 45e′3) sin E + (18 + 9e′2) sin 2E + (−6e′ + 3e′2) sin 3E

]

+C η′
[
45e′2 + 90e′ cos E + (−18− 18e′2) cos 2E + 6e′ cos 3E

]}
.

(3.27)
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Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (3.10), (3.11) è (3.12), ïðèâåä¼ì óðàâíå-
íèå (3.9) ê âèäó

− µ2

L′ 3
∂R3

∂l
+

∂R2

∂h
= Φ3. (3.28)

Ïîëàãàÿ

Φ3 =
1

2 π

2π∫

0

∂R2

∂h
d l ,

ìû ïîëó÷èì â ñèëó ðàâåíòñòâ (3.26)

Φ3 = 0. (3.29)

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (3.28) ïðèìåò âèä
∂R3

∂l
=

L′ 3

µ2

∂R2

∂h
. (3.30)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.27), ëåãêî ïîëó-
÷èòü R3 . Îäíàêî äëÿ öåëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû ýòà ôóíêöèÿ íàì íå
ïîòðåáóåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ ôóíêöèé

R = R0 + m2R2 + O(m3) , (3.31)

Φ = Φ0 + mΦ1 + m2Φ2 + O(m4) . (3.32)

Ýëåìåíòû L , G , H , l , g è h ìîæíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè R âû-
ðàçèòü ÷åðåç L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ è h′ ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî m âêëþ÷èòåëüíî â ñëåäóþùåì âèäå:

L = L′ + m2 ∂R2

∂l
, G = G′ + m2 ∂R2

∂g
, H = H ′ + m2 ∂R2

∂h
,

l = l′ − m2 ∂R2

∂L′
, g = g′ − m2 ∂R2

∂G′ , h = h′ − m2 ∂R2

∂H ′ ,





(3.33)

ïðè÷¼ì â âûðàæåíèè (3.27), îïðåäåëÿþùåì ôóíêöèþ R2 , ïåðåìåí-
íûå l , g è h íóæíî çàìåíèòü íà l′ , g′ è h′
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�4. Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå

Çàéì¼ìñÿ òåïåðü îòûñêàíèåì òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ è h′ â ïåðåìåííûå L′′ , G′′ , H ′′ , l′′ , g′′

è h′′ , â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïðåîáðàçîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà
íå áóäåò çàâèñåòü îò äâóõ óãëîâûõ ïåðåìåííûõ: l′′ è h′′ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè S (L′′, G′′, H ′′, l′, g′, h′) . Åñëè â ôóíêöèþ Φ , íàéäåííóþ â
ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ïîäñòàâèòü âìåñòî L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ è h′

èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç L′′ , G′′ , H ′′ , l′′ , g′′ è h′′ , òî ïîëó÷èì òîæäåñòâî

Φ (L′, G′, H ′, g′, h′) = Ψ (L′′, G′′, H ′′, g′′) . (4.1)

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà è ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ðàâåíñòâî (2.10), ìû ïðèä¼ì ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ

S = S0 + mS1 + m2S2 + m3S3 + . . . ,

Ψ = Ψ0 + mΨ1 + m2Ψ2 + m3Ψ3 + . . . ,



 (4.2)

ïðåäñòàâëÿþùèõ ôóíêöèè S è Ψ :

Φ0 (L′′) = Ψ0 , (4.3)

Φ1 (H ′′) = Ψ1 , (4.4)

∂Φ1

∂H ′′
∂S1

∂h′
+ Φ2 = Ψ2 , (4.5)

∂Φ1

∂H ′′
∂S2

∂h′
+

∂Φ2

∂G′′
∂S1

∂g′
+

∂Φ2

∂H ′′
∂S1

∂h′
+ Φ3 =

∂Ψ2

∂g′
∂S1

∂G′′ + Ψ3 , (4.6)

ãäå â âûðàæåíèÿõ Φ0 , Φ1 , Φ2 , Φ3 âìåñòî L′ , G′ , H ′ íóæíî ïè-
ñàòü L′′ , G′′ , H ′′ , à â âûðàæåíèÿõ Ψ2 è Ψ3 âìåñòî g′′ ïèñàòü g′ .
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Ïîäîáíî òîìó, êàê ìû ïîñòóïàëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, âû-
áåðåì Ψk (k = 0, 1, 2, 3, . . .) ðàâíûìè ñîâîêóïíîñòÿì ÷ëåíîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óðàâíåíèé (4.3)�(4.6), íåçàâèñÿùèõ îò h′ . Òîãäà êîýôôè-
öèåíòû ïåðâîãî ðÿäà (4.2) ïðåäñòàâÿòñÿ ïîñëå âçÿòèÿ ïðîñòûõ èíòå-
ãðàëîâ â âèäå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé g′ è h′ .

Íå ïðèâîäÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäîê, âûïèøåì îêîí÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò.

Ψ0 =
µ2

2 L′′ 2
, (4.7)

Ψ1 = H ′′ , (4.8)

Ψ2 =
1

16
γ

L′′ 4

µ2

[
(−1 + 3c′′2)(5− 3η′′2)

+15(1− c′′2)(1− η′′2) cos 2g′′
]
,

(4.9)

Ψ3 =
9

128
γ2 L′′ 7

µ4

[
c′′ (35η′′ − 33η′′3)

+c′′3 (15η′′ − 17η′′3)

+15(c′′ − c′′3)(η′′ − η′′3) cos 2g′′
]
,

(4.10)

S1 =
3

32
γ

L′′ 4

µ2

[
−10 c′′ (5− 3η′′2) (1− η′′2) sin 2g′ cos 2h′

−(1− c′′2) (5− 3η′′2) sin 2h′

−5 (1 + c′′2) (1− η′′2) cos 2g′ sin 2h′
]
,

(4.11)

ãäå
c′′ =

H ′′

G′′ , η′′ =
G′′

L′′
.

Äëÿ íàøèõ öåëåé âûïèñàííûõ çäåñü êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ (4.2)
äîñòàòî÷íî.



À.À.Îðëîâ. Ñòàòüÿ 1965 ãîäà 18

Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì S1 è ðàâåíñòâîì (2.10), ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ è h′ ÷åðåç L′′ ,
G′′ , H ′′ , l′′ , g′′ è h′′ :

L′ = L′′ , l′ = l′′ −m
∂S1

∂L′′
+ O(m2) ,

G′ = G′′ + m
∂S1

∂g′′
+ O(m2) , g′ = g′′ −m

∂S1

∂G′′ + O(m2) ,

H ′ = H ′′ + m
∂S1

∂h′′
+ O(m2) , h′ = h′′ −m

∂S1

∂H ′′ + O(m2) ,





(4.12)

ïðè÷¼ì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ âìåñòî g′ íóæíî ïèñàòü g′′ .
Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâ (4.7)�(4.10) è âòîðîãî ðàâåíñòâà (4.2) ìîæ-

íî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå ôóíêöèè Ψ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ òðåòüåãî
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî m âêëþ÷èòåëüíî. Òàê êàê Ψ íå çàâèñèò îò l′′

è g′′ , òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýëå-
ìåíòû L′′ , G′′ , H ′′ , l′′ , g′′ è h′′ , áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

dL′′

dτ
= 0 ,

dG′′

dτ
= +

∂Ψ

∂g′′
,

dH ′′

dτ
= 0 ,

dl′′

dτ
= − ∂Ψ

∂L′′
,

dg′′

dτ
= − ∂Ψ

∂G′′ ,
dh′′

dτ
= − ∂Ψ

∂H ′′ ,





(4.13)

Ñèñòåìà (4.13) èìååò òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà

L′′ = const , H ′′ = const , Ψ = const (4.14)

è ïîýòîìó ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê êâàäðàòóðàì. Åñëè â âûðàæåíèè
ôóíêöèè Ψ ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíàìè ïîðÿäêà m4 , òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå, óðàâíåíèÿ (4.13) ðåøàþòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.
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�5. Îá èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (4.13) ñ ïðèáëèæ¼ííûì
âûðàæåíèåì Ψ

Îáðàñûâàÿ â âûðàæåíèè Ψ ÷ëåíû ÷åòâ¼ðòîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ
îòíîñèòåëüíî m , ìû ïîëó÷èì

Ψ = Ψ0 + mΨ1 + m2Ψ2 + m3Ψ3 , (5.1)

ãäå Ψk (k = 0, 1, 2, 3) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (4.7)�(4.10).
Êàê ïîêàçûâàþò ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà (4.14), â ôóíêöèþ Ψ âõî-

äÿò òîëüêî äâå ïåðåìåííûå âåëè÷èíû: G′′ è g′′ . Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ðåøåíèè óðàâíåíèé (4.13) ñèñòåìó

dG′′

dτ
=

∂Ψ

∂g′′
,

dg′′

dτ
= − ∂Ψ

∂G′′ (5.2)

ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ óðàâíåíèé (4.13).
Ïðèñîåäèíèì ê ýòîé ñèñòåìå òðåòüå ðàâåíñòâî (4.14). Òàê êàê â

ñèëó ïåðâûõ äâóõ ñîîòíîøåíèé (4.14) Ψ0 è Ψ1 ñóòü âåëè÷èíû ïîñòî-
ÿííûå, òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ψ2 + mΨ3 = c̄3 , (5.3)

ãäå c̄3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Îáîçíà÷àÿ
ν =

9

8
γ m

L′′ 3

µ2

è äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (5.1) ïî g′′ , ìû ïîëó÷èì
∂Ψ

∂g′′
= −15

8
γ m2 L′′ 4

µ2
(1− c′′2) (1− η′′2) (1 + ν c′′ η′′) sin 2g′′ .

Òàê êàê
c′′ =

H ′′

G′′ =
H ′′

L′′
L′′

G′′ =
H ′′

L′′
1

η′′
,

òî ìîæíî íàïèñàòü
∂Ψ

∂g′′
= −15

8
γ m2 L′′ 4

µ2
(1 + c1)

(
1− c2

2

η′′2

)
(1− η′′2) sin 2g′′ , (5.4)

ãäå ÷åðåç c2 îáîçíà÷åíà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ

c2 =
H ′′

L′′
(5.5)

è
c1 = νc2. (5.6)

Ïðåîáðàçîâûâàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàâåíñòâî (5.3) è äåëÿ ðå-
çóëüòàò íà 1

16
γ

L′′ 4

µ2
, ïîëó÷èì

15 (1 + c1)
c2
2

η′′2
− 5− 9c2

2 + (35− 17c2
2) + (3− 33c1) η′′2

+15 (1 + c1)
(
1− c2

2

η′′2

)
(1− η′′2) cos 2g′′ = c3, (5.7)

ïðè÷¼ì
c3 = 16

µ2

γ L′′ 4
c̄3 (5.8)

åñòü íîâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (5.4) è ââîäÿ âìåñòî ôóíêöèè G′′ âåëè÷è-
íó η′′ =

G′′

L
, çàïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå (5.2) â âèäå

8 µ2

γ m2 L′′ 3
η′′2

dη′′

dτ
= 15 (1 + c1) (c2

2 − η′′2) (1− η′′2) sin 2g′′ . (5.9)

Êðîìå òîãî, èç (5.7) ïîëó÷àåì

15 (1 + c1) c2
2 + [−5− 9c2

2 − c3 + (35− 17c2
2) c1 ] η′′2

+(3− 33c1) η′′4 = 15 (1 + c1) (c2
2 − η′′2) (1− η′′2) cos 2g′′ . (5.10)

Èñêëþ÷èâ èç ðàâåíñòâ (5.9) è (5.10) g′′ , ïðîäåëàâ íåñëîæíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ è ïîëàãàÿ

η′′2 = ξ , (5.11)

ìû íàéä¼ì
(

4 µ2

γ m2 L′′ 3
d ξ

dτ

)2

= (aξ − b) (αξ2 − 2βξ + γ̄), (5.12)

ãäå
a = 12 (1 + 4c1) ,

α = 18 (1− c1) ,

b = 10 + 6c2
2 − c3 + 2 (25− c2

2) c1,

β = 10 + 12c2
2 +

1

2
c3 − 2 (5− 8c2

2) c1 ,

γ̄ = 30 (1 + c1) c2
2 .





(5.13)

Ðàâåíñòâî (5.12) ïîêàçûâàåò, ÷òî ξ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðà ýòîé ôóíêöèè
íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü êîðíè óðàâíåíèÿ

Q (ξ) = (aξ − b) (αξ2 − 2βξ + γ̄) = 0 . (5.14)
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�6. Ñâîéñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ Q(ξ) = 0

Êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Q(ξ) , îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè (5.13),
çàâèñÿò îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ c2 , c3 , à òàêæå îò ïîñòîÿí-
íîé c1 , êîòîðàÿ, ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.6) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåëè÷è-
íû c2 , L′′ , γ , µ è m . Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííûõ L′′ , γ , µ è m

êîýôôèöèåíòû (5.13), à ñëåäîâàòåëüíî, è êîðíè óðàâíåíèÿ (5.14), çà-
âèñÿò îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ c2 è c3 . Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ
ñâîéñòâ ýòèõ êîðíåé ïðåæäå âñåãî íóæíî óñòàíîâèòü ãðàíèöû âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé c2 è c3 .

Òàê êàê ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.5)

c2 =
H ′′

L′′
=

√
1− e′′2 cos i′′, (6.1)

òî î÷åâèäíî, ÷òî
−1 6 c2 6 1, (6.2)

ïðè÷¼ì
c2 > 0, åñëè 0◦ 6 i′′ 6 90◦ (6.3)

è
c2 6 0, åñëè 90◦ 6 i′′ 6 180◦ .
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Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ãðàíèö, â êîòîðûõ ìîãóò áûòü çàêëþ÷åíû çíà-
÷åíèÿ c3 , îáðàòèìñÿ ê èíòåãðàëó (5.7). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

η′′2 = 1− e′′2, c2
2 = (1− e′′2) cos2 i′′, (6.4)

ïåðåïèøåì ýòîò èíòåãðàë â âèäå

−(2 + 3e′′2)(1− 3 cos2 i′′) +
[
2− 2 cos2 i′′ + (33 + 17 cos2 i′′) e′′2

]
c1+

+15(1 + c1) e′′2 sin2 i′′ cos 2g′′ = c3. (6.5)

Òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïàðàìåòð m ìàë, òî ïîñòîÿííàÿ |c1|
òàêæå áóäåò ìàëîé âåëè÷èíîé. Â òàêîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ïðè
cos 2g′′ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.5) ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëü-
íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ e′′ è i′′ âåëè-
÷èíà c3 áóäåò äîñòèãàòü ìèíèìóìà ïðè cos 2g′′ = −1 è ìàêñèìóìà
ïðè cos 2g′′ = +1 , òî åñòü

c3 min = −(2− 6 cos2 i′′)− (18− 24 cos2 i′′) e′′2

+c1

[
(2− 2 cos2 i′′) + (18 + 32 cos2 i′′) e′′2

]
,

(6.6)

c3 max = −(2− 6 cos2 i′′) + (12− 6 cos2 i′′) e′′2

+c1

[
(2− 2 cos2 i′′) + (48 + 2 cos2 i′′) e′′2

]
.

(6.7)

Ïðè ôàêòè÷åñêîì âû÷èñëåíèè c3 min è c3 max íóæíî, î÷åâèäíî,
ñ÷èòàòü, ÷òî

0 6 e′′ < 1.
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Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî

c3 min = c3 max (6.8)

ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â ñëåäóþùèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ:

à) e′′ = 0,

c3 min = c3 max = −(2− 6 cos2 i′′) + c1 (2− 2 cos2 i′′),

á) i′′ = 0,

c3 min = c3 max = 4 + 6 e′′2 + 50 c1 e′′2,

â) i′′ = 180◦,

c3 min = c3 max = 4 + 6 e′′2 + 50 c1 e′′2.





(6.9)
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Îáîçíà÷èì êîðíè óðàâíåíèÿ (5.14) ÷åðåç ε1 , ε2 è ε3 :

ε1 =
β +

√
β2 − αγ̄

α
, ε2 =

β −
√

β2 − αγ̄

α
, ε3 =

b

a
. (6.10)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè

c3 min 6 c3 6 c3 max (6.11)

êîðíè óðàâíåíèÿ (5.14) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
à) Îíè âñåãäà âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû (â íóëü ìîæåò îáðà-

ùàòüñÿ òîëüêî êîðåíü ε2 ïðè e′′ = 1 è êîðåíü ε3 ïðè e′′ = 1 , i′′ = 0◦

èëè i′′ = 180◦ ).
á) Åñëè

cos2 i′′ >
3

5

1− c1

1 + c1
, (6.12)

òî ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ c3 èìååì

ε2 6 ε3 6 1 < ε1, (6.13)

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî
ε2 = ε3 = 1 (6.14)

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè e′′ = 0 .
â) Åñëè

cos2 i′′ <
3

5

1− c1

1 + c1
, (6.15)

òî ïðè
c3 max > c3 > −2 + 6 c2

2 + 2 c1 (1− c2
2) (6.16)

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ε2 < ε3 6 1 6 ε1, (6.17)

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî ε1 = ε3 = 1 äîñòèãàåòñÿ ïðè e′′ = 0 .
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ã) Åñëè
cos2 i′′ <

3

5

1− c1

1 + c1
, (6.18)

íî
c3 min < c3 6 −2 + 6 c2

2 + 2 c1 (1− c2
2), (6.19)

òî
ε2 < ε1 6 1 6 ε3, (6.20)

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî
ε1 = ε3 = 1 (6.21)

äîñòèãàåòñÿ ïðè e′′ = 0 è ïðè

c3 = −2 + 6 c2
2 + 2 c1 (1− c2

2). (6.22)

ä) Ðàâåíñòâî
ε1 = ε2 (6.23)

ìîæåò èìåòü ìåñòî ïðè óñëîâèè

c3 = c3 min, e′′2 = 1− 5

3

1 + c1

1− c1
cos2 i′′, (6.24)

ïðè÷¼ì, åñëè e′′ 6= 0 , òî ε3 ñòðîãî áîëüøå, ÷åì ε1 è ε2 . Åñëè æå ïðè
óñëîâèè (6.24) e′′ = 0 , òî ñîâïàäàþò âñå òðè êîðíÿ:

ε1 = ε2 = ε3. (6.25)
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Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåêîòîðûå èç êîðíåé óðàâíåíèÿ (5.14) ðàâ-
íû äðóã äðóãó, ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.12) ëåãêî
ïîëó÷èòü â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Çäåñü ìû íå áóäåì îñòàíàâëè-
âàòüñÿ íà ýòèõ ñëó÷àÿõ.

Åñëè æå óðàâíåíèå (5.14) íå èìååò ðàâíûõ êîðíåé, òî, êàê ìû âè-
äåëè, èìåþòñÿ òîëüêî äâà êîðíÿ (ε2 è ε3 èëè ε2 è ε1 ), êàæäûé èç
êîòîðûõ ïîëîæèòåëåí è ìåíüøå åäèíèöû. Òðåòèé æå êîðåíü óðàâíå-
íèÿ (5.14) ïðè ýòîì >1. Òàê êàê ξ = 1−e′′2 íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1 ,
òî î÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ξ äîëæíà îïðåäåëÿòü-
ñÿ äâóìÿ óñëîâèÿìè: ξ < 1 è Q(ξ) > 0 . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáà ýòè
óñëîâèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ:

ε2 6 ξ 6 ε3 < 1 (ïðè ε3 < ε1) (6.26)

èëè
ε2 6 ξ 6 ε1 < 1 (ïðè ε1 < ε3). (6.27)
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�7. Îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (5.2)

Ââîäÿ îïÿòü â óðàâíåíèå (5.2) âìåñòî G′′ ôóíêöèþ η′′ è èñïîëü-
çóÿ ïåðâûå èíòåãðàëû (5.5) è (5.7), ëåãêî èññëåäîâàòü îáùóþ êàðòè-
íó èçìåíåíèé âåëè÷èí η′′ è g′′ ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå ïîñòîÿííûõ c2

è c3 . Çàìåòèì, ÷òî åñëè â âûðàæåíèè ôóíêöèè Ψ îòáðîñèòü ÷ëåíû
òðåòüåãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ îòíîñèòåëüíî m , òî ìû ïðèä¼ì ê äâó-
êðàòíî îñðåäí¼ííîé çàäà÷å Õèëëà, ïîäðîáíîå êà÷åñòâåííîå èññëåäî-
âàíèå êîòîðîé âûïîëíåíî Ì.Ë.Ëèäîâûì. Ñîîòâåòñòâóþùåå èññëåäî-
âàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Êîíå÷íî, êîëè÷åñòâåííûå
õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áóäóò îòëè÷àòüñÿ
îò ýòèõ æå õàðàêòåðèñòèê äâóêðàòíî îñðåäí¼ííîé çàäà÷è Õèëëà. Íî
ðàçëè÷íûå òèïû âîçìîæíûõ äâèæåíèé â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ áóäóò
îäèíàêîâûìè.
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Ïîäñòàâèâ â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ (5.2) ÿâíîå âûðàæå-
íèå ïðîèçâîäíîé ∂Ψ

∂G′′ , ìû ïîëó÷èì

dg′′

dτ
=

3

8
γ m2 L′′3

µ2

1

η′′3
[
+5 (1 + c1) c2

2 − (1− 11 c1) η′′4

−5 (1 + c1) (c2
2 − η′′4) cos 2g′′

]
.

(7.1)

Èñêëþ÷èâ îòñþäà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (5.7) ïåðåìåííóþ η′′ , ìû
ïðèä¼ì ê ñîîòíîøåíèþ
[
16

√
15 (1 + c1)

µ2 c2

γ m2 L′′3
dλ

dτ

]2

=

(
A2+

√
A2

2 − 36 A0 A4

)(
A2

2−36 A0 A4

)
, (7.2)

ãäå
λ = cos g′′, (7.3)

A0 = 10 c2
2 (1 + c1) (1− λ2) ,

A2 = 20 + 24 c2
2 + c3 − c1 (20− 32 c2

2)− 30 (1 + c1) (1 + c2
2) λ2 ,

A4 = 6 (1− c1)− 10 (1 + c1) λ2 .





(7.4)

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ g′′ ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëå-
íèþ óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè äâó÷ëåíà

A2
2 − 36 A0 A4

è ñóììû
A2 +

√
A2

2 − 36 A0 A4 .
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Èçëîæèì âêðàòöå ðåçóëüòàòû, ê êîòîðûì ïðèâåëî ýòî èññëåäîâà-
íèå.

Ìîæíî óêàçàòü äâà îñíîâíûõ òèïà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (5.2).

I. Ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå
ïåðèöåíòðà îðáèòû ñïóòíèêà îò âîñõîäÿùåãî óçëà g′′ ïîäâåðæåíî âå-
êîâîìó èçìåíåíèþ. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ η′′ =

√
1− e′′2 èçìåíÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêè, ïðè÷¼ì, åñëè g′′ âîçðàñòàåò íà 2π , òî η′′ ïðîõîäèò
ïîëíûé öèêë ñâîèõ èçìåíåíèé äâàæäû.

II. Ðåøåíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò g′′ , íå îáëàäàþùèå âåêîâûì
èçìåíåíèåì, à êîëåáëþùèåñÿ îêîëî çíà÷åíèÿ g′′ = 90◦ èëè g′′ = 270◦ .
Â ýòîì ñëó÷àå η′′ òàêæå èçìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè. Ïåðèîäû èçìåíå-
íèé ôóíêöèé g′′ è η′′ îäèíàêîâû.

Ïåðâûé èç óêàçàííûõ òèïîâ äâèæåíèé èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíå-
íèè óñëîâèÿ (6.12):

cos2 i′′ >
3

5

1− c1

1 + c1
,

à òàêæå ïðè óñëîâèÿõ (6.15) è (6.16):

cos2 i′′ <
3

5

1− c1

1 + c1
, c3 > −2 + 6 c2

2 + 2 c1 (1− c2
2) .

Âòîðîìó òèïó äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿ

cos2 i′′ <
3

5

1− c1

1 + c1
, c3 < −2 + 6 c2

2 + 2 c1 (1− c2
2) .

Çàìåòèì åù¼, ÷òî åñëè ïåðèöåíòð îðáèòû ñïóòíèêà îáëàäàåò âåêî-
âûì äâèæåíèåì, òî ýòî äâèæåíèå ñîâåðøàåòñÿ âñåãäà â òó æå ñòîðîíó,
÷òî è äâèæåíèå ñïóòíèêà âîêðóã ïëàíåòû.
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�8. Îïðåäåëåíèå ξ

�9. Îïðåäåëåíèå g′′

�10. Îïðåäåëåíèå l′′

�11. Îïðåäåëåíèå h′′

�12. Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò ñïóòíèêà
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Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë ïðèìåí¼í ìåòîä Äåëîíå-Öåéïåëÿ ê èñ-
ñëåäîâàíèþ ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû, âîçìó-
ùàåìîãî ïðèòÿæåíèåì òåëà, îïèñûâàþùåãî êðóãîâóþ îðáèòó îêîëî
öåíòðà ìàññ ñèñòåìû ïëàíåòà-ñïóòíèê. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è â
ðàçëîæåíèè ïåðòóðáàöèîííîé ôóíêöèè áûëè îòáðîøåíû ïàðàëëàê-
òè÷åñêèå ÷ëåíû. Â êà÷åñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà, èñïîëüçîâàííîãî ïðè
ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è, áûëî ïðèíÿòî îòíîøåíèå m =

n2

n1
ñðåä-

íåãî äâèæåíèÿ âîçìóùàþùåãî òåëà n2 ê ïîñòîÿííîé ÷àñòè ñðåäíåãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà n1 .

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
à) Óñòàíîâëåíû îáùèå ñâîéñòâà âîçìîæíûõ îðáèò ñïóòíèêà è îá-

ëàñòè, â êîòîðûõ èìåþò ìåñòî òå èëè èíûå òèïû ýòèõ îðáèò.
á) Ïîëó÷åíû ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïðîñòðàí-

ñòâåííûå äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïðè ëþáîì íàêëîíå îðáèòû (êðî-
ìå i = 0◦ è i = 180◦ ). Ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñè-
òåòà è íàêëîííîñòè îðáèòû ñïóòíèêà ïðè ýòîì íå ïðèìåíÿëèñü.

Âåêîâûå ÷ëåíû â ýëåìåíòàõ îðáèòû ñïóòíèêà îïðåäåëåíû ñ òî÷íî-
ñòüþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêà m3 , à ïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû � ñ òî÷íîñòüþ
äî âåëè÷èí ïîðÿäêà m .
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Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ó÷¼òà
ëóííûõ è ñîëíå÷íûõ âîçìóùåíèé â äâèæåíèè èñêóññòâåííûõ ñïóòíè-
êîâ Çåìëè. Êðîìå òîãî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿò
ïîñòðîèòü âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûå ïðîìåæóòî÷íûå îðáèòû äëÿ
ñîçäàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ òåîðèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë òèïà âíåø-
íèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà.
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